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GIGAKU  PRESS
 矢 田　敏 夫
 0 （ plate – 4 ）: 
目標と経緯 
 
[1] 目標  
 
一周 4 万 km の地球を「四千万分の一」に縮尺した地球儀の寸法で考えてみた．地球の「殻」 
と呼ばれる領域の厚さは，縮尺した地球儀では厚さ 1ｍｍ以下の薄い膜板となる．力学的
には不連続の不安定な薄い膜板と考えなければならない．このことを思いながら，手元に
ある資料の整理を続けた． 
地球環境の問題は全世界のすべての分野に共通する課題である．持ち場，立場における地
道な努力を結集することが，ますます重要な時代であると考える．この大きな共通課題の
中で，本書も，役割の一端を果たせるものでありたいと，強く認識しているところである．  
 
[2] 経緯 
 
（1955 - 1585）：企業において新製品開発関連の業務 ( p.94 ,95 : 関連資料の例) 
  
例えば，構造物の一部材にわずかな取付け誤差等があり，そこに[引張り]と[曲げ]の両方の
応力(ストレス)が余分に集中発生し，更にそれが全体的に連動して，不測のトラブルに至
るというような事例が多いと考える．この種の事例の分析と対策のために，従来の[曲げ専
用計算式] と [引張專用計算式] に加えて，もう一つの計算式として，両方の現象を同一の
目線で対比・分析できるような, [ (曲げ)と(引張) に共通型の実用的な計算式] を準備する
ことが，重要な課題の一つと考えて，データーの集積を続けた． 
 
(1985 - 2002)  : 教育・研究・管理の業務 ( p.96 , 97 : 関連論文の例) 
集積したデーターの整理と解析を行って，結果を国内および国外の関連機関に発表した． 
 
（2003 - 2015）：原点からの再調査を経て実用的共通計算式の提示  
 
[Plate]の関連の問題では，微小変形弾性力学の範囲で[曲げ計算式]を[引張計算式]に対応で
きる形で表示するには，[曲げ計算式]の方に「一つの仮定の導入」が必須である．これは，
従来からの難題であった．今回，改めて幾多の試行錯誤を繰り返して，すべての「曲げ計
算式」を合理的に「引張り計算式」に変換できる一対の簡便な「近似変換係数」を提示す
ることができた．この係数を用いた共通表示の「曲げ(近似)式」は，「引張(正解)式」に，
実用上十分な精度で対応できることを確認した．更に考察を続ける予定である． 
 
[Shell]の計算式はすべて理論式で表示できる．今回の shell の「負荷に共通表示式」は，実
際の現象を，より多角的に考察するための補助的資料として有効であることを確認した． 
更に考察を続ける予定である. 
 
[全般]
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全編の一覧   :  負荷に対して共通表示方式の弾性計算式 
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  PLATE  series
全編の一覧   :  負荷に対して共通表示方式の弾性計算式 [全般]
 3 （ plate – 4 ）: 
 
 
 
 
 
 
 
 
        
 
 
                            
        
    
           
          
    
                     
 
係 数
変 換
ym
xm
xm
ym
x
y
z
][R1
(R2)
 
 
  
（ , )
( , )
x y
x y
m m
i i
による
たわみ角 
a
b
yt
xt xt
yt
x
y][R1
(R2)
(   ) 
 ( ,  )
 
 
  
,
 
x y
y y
 t t
u u
による
変 位
a
b
  
, , 
, , 
  
  
 
 
 
  
 
1 1 1
2 2 2
R1 E ν h
R2 E ν h
：
[ ] 
( ) 
: 
: 
楕円形境界 b / a
 
 
  
  
[ -plate - 4  
[面外たわみ]と[面内変位]の共通表示式
曲げ]と[引張り]  Ⅱ
　負荷に対して共通表示方式の弾性計算式
異質部を持つ平板の
[曲げ,ねじり]問題 と [引張り,せん断]問題の共通表示
[全般]
 4 （ plate – 4 ）: 
まえがき  
 
(1) 目的 
 
平板の「面外・曲げ負荷」と「面内・引張-圧縮負荷」に対する微小変形弾性計算式は，弾性
力学の代表的な基本計算式の一組であり，常に有効に実用されている．この従来の「弾性計
算式」は，負荷の種類によって異なる型式の，各負荷別の専用計算式となっている．   
 
この各負荷専用の計算式は，簡便で実用的な計算式であることは明白である．その上
で更に，すべての負荷に共通に適用できる簡便な弾性計算式を実用化できれば，工学
的に益するところは大きいと考えた．例えば，構造体の中に配置する平板部材には，
多かれ少なかれ，面内と面外の両方向の力が負荷されることになる．条件によっては，
両方向の力が連動して，予測できなかったトラブルに至ることがあることは，今まで
に体験してきたことである．この種の複数の力の連動問題を多角的に検討するための
実用的資料の一つとして，本書が今後に役立つことを念願するものである． 
 
(2)  経緯  
 
著者は 1956～1984 年の間，民間企業の研究・開発部門に所属した．その後 1985～2002
年の間は大学において，教育・研究・管理の業務に従事した．その両方の職場では，
業務の内容は異なったのであるが，本書の「技術計算式の共通表示」  の問題については，
自分自身の人生の仕事にしてみたいと思うところがあって，何時も関心を持って資料の集積
を続けてきた．  
 
(3) 本書の概要 
 
(3-1) 本書で考えた基本の例題は，大きな平板の中に一個の楕円形の異質部境界が
あり，それが外部から一様に「曲げ」と「引張」を受ける時の境界近傍の弾性変化の
問題である．この範疇の中で，「一様平板」及び「境界縁自由板」と「境界縁固定板」
の 3 者は特殊の境界条件を持つ平板であり，これらに対する専用計算式は既に完成さ
れていて，多くの適用実績がある．本書では先ず，これら３条件に対する専用式を根
幹 にして，各専用式の必要個所に「負荷係数，境界係数，ねじり/せん断係数」等を
配置し，そこから必要な枝葉を伸ばして network を広げる方法により，「面外問題」
と「面内問題」に共通形の微小変形弾性計算式の構築を模索した．  
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 5 （ plate – 4 ）: 
 
（3-2) 上述した 3 条件に対する従来の「面外」と「面内」の各計算式は，外見上の
形はかなり大きく異なっている．これはそれぞれの計算式を導出する過程が異なる
ことが主因と考える．本書では先ず始めにこれらの 3 条件の計算式を例題にして，
「曲げ，ねじり，引張，せん断」のすべての負荷に対する計算過程を統合すること
を検討した．ここで最初に直面した問題は，想定していた以上の難題であったが，
幾多の試行錯誤を繰り返して，上記の 3 条件に対する係数変換型の共通計算式を実
現させることができた．  
 
 (3-3) 上記の「開孔板」等に対する負荷共通計算式に更に必要な解析を加えて，異質
部を持つ「複合平板」にまで拡張して適用できる負荷共通計算式を提示した． 
前記(3-2)の中の「自由縁」と「固定縁」の開孔板は，境界線のところで内部と外部
が物理的に分断されている「不連続境界」である．これに対してこの（3-3）の境界
は，その内部に外部とは力学的性質が異なる弾性板を接合させた境界であり，外板
と内板の相互の弾性挙動を「連続的に流通させて考察することができる境界」であ
る．例えば，この(3-3)の計算式で内部板の剛性を低減させて，あるいはその反対に
増大させて，それぞれの極限として前記の「自由縁境界」あるいは「固定縁境界」
に至る方法で，不連続境界の特性を解析することができる．そのことを，各編の例
題の中に示した． 
 
(3-4) 本書では「面外問題」と「面内問題」の相互の関連を出来るだけ目に見える  
形で直接に対比することを考えて．両問題の主要な計算式，及び主要な数値計算図  
を，「面外問題」は偶数頁に，「面内問題」は奇数頁に並べて示した． 
 
(4) 終わりに 
 
強度評価の問題に対して，「実験」，「電算解析」，「理論解析」の 3 者を有効に連携
させて活用することが重要であると常に考える．その連携のための参考資料の一
つとして，本書が役立つことができれば幸甚に存ずるものである. 
 
本書は，長岡技術科学大学の関係者からの多大な支援を得て実現できたものである． 
また日常的に，多くの方々から有益な助言と協力を受けた．  
ここに，関係者の皆様に心から厚くお礼を申し上げる次第である．  
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y
xt
xt
y
t
t 1 mode
(一様連続平板)
[ ] 
t 2 mode
(自由縁開孔平板)
[ ] 
t 3 mode
(複合平板)
[ ] 
t 5 mode
線分状異材部
を持つ平板
[ ] 
y
t
y
xt
y
t
x
条　件 注　記
1 :  
h h
    :    
G
b a
 
 
 
  
  
1 2
t 1 2
1 2
E E
　 任意
x x
t
0
0 :  
h 0
    :    
G
b a
 
  
 
2
t
2
E
　 任意
y
t
y
yt
x xt  
 0 
  h
:  
 h
 0  1
G
b a


 
 
 
t
1 1 1
2 2 2
　
E , ,
任意
E , ,
≦  ≦ 
≦  ≦

y
t
y
xt
x xt
hole
free
f i x
y
t
 0b
 
     : 
  h
:  
 h
 
G


 
 
 

t
1 1 1
2 2 2
b a 0
任意　
E , ,
任意
E , ,
y
t
xt
xt
y
t
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
xyt
(1)
 h
 h
(2)
E h
E h (
(3)
(4) 
(5) 
]
] 





1 1 1
2 2 2
2 2
m
1 1
x y
x y
xy
t t
t t
(plate - 2) 
t
  (plate -
(一様分布）
材料の機械的性質
 部板：E , ,
 部板：E , ,
面内 剛性比
　パラメーター
（ 板）
 Ｇ
板）
負荷外力
　 , ,
境界の基本形状
短半径
  楕円形:　
長半径
　 ；
　負荷[ , の問題は
 　に，また
　負荷[ の問題は
外
内
内
外
の差異等により
編
xy
t
b
a
内部板の回転変位
3) に した．
 
編 特集
m4 mode
)x y 
 
 
0 0
境界線( ,
  固定平板 
[ ] 
 
 ,
 ,
h :  
    :    
u x y
u x y
b a

0 0
0 0
1 1
 =  
 =  
（ ）
（ ）
E 任意
任意
x
y


   ]
mode 

T
  [1 - 1]   [ m t 
(1.1.1)    
 :　
　
  
,用語
計算 名称の一覧
記号,定義 [1 -1]
 10 （ plate – 4 ）: 
  
[m] 面 曲げ外 [t] 面 引張内
負荷 外力
[せん断][ねじり]
x yt  ,   tx ym  ,  m
    E h1 1 1, ,
m
1
k  
3
 


 
 
 
  1tk 
(R2) / [R1]
 剛性比
E h
G   
E h
 
 
  
 
3
2 2
m 3
1 1
E h
G   
E h
 
 
 
 
2 2
t
1 1

境界断面
発生 内力
( ) ( )
( ) ( )
x
x
p m p m
p m p m


   
   
(m) m m
(m) m m
x x y y
x x y y
[ ]R1
板外
傾斜  変位
-  
   
曲げﾓ ﾒﾝﾄ
　　　 応力合
   ;     
w w
i i
x y
   
   
    
x y       ;   u dx u dy   x x y y
( )
( )
( ) ( )
 ,  ,   ;  ( )
 ,  ,   :  ( )
( ) ( )
xy
M M M M
M M M M
M M  
 
  
Qz
Qz
Qz Qz
等価［近似）ねじりトルク
x y xy xy
r r r
r
  

  ,  ,    
  ,  ,   
T T T
T T T
x y xy
r r 
( ) ( )
( ) ( )
x
x
p m p m
p m p m


   
   
(m) m m
(m) m m
x x y y
x x y y
   
機械的
性 質 (R1)
板内
    E h2 2 2, ,
                                 
〃
〃
                                 
 ( ) (1.1.2)      table. 10-1 :用語等の変換関係と共通表示式の一般形 
写像関数
1 ( )
( )
2
a b
z a b 

 
     
 
〃
                                 
応力関数
　関係
( , ) ;  ( )  ( ) :
( )  ,  (1 / )
H x y
S
 
 
 

m m m
mm 0 0
, 
mode計算
の組合せ
( , ) ;  ( )  ( ) :
( )  ,  (1 / )
H x y
S
 
 
 

t t m
tt 0 0
, 
  
  
 
 
[ m 1] [ m 2] [ m 1β]
[ m 3] [ m 2] [ m 3β]
共通
共通
  
  
 
 
[ t 1] [ t 2] [ t 1β]
[ t 3] [ t 2] [ t3β]
共通
共通
(m2)開孔板 の
境界条件式
( ) (1 / )
0
          ( )
B
S


 
 
  
m
m2 0
m2 0
Ⅰ
( ) (1 / )
0
          ( )
B
S


 
  
  
t
t2 0
t2 0
Ⅰ
参 考
11 p.
11 p.
11 p.
plate - 1,2,3
22, 23 p.
plate - 5
plate - 3
plate - 3
plate - 3
14 , 15 p.
12 , 13 p.

[1 -1]
 11 （ plate – 4 ）: 
  
(m) (m)
2
1
(m) (m) 2
12
1
  
( , ) ( , ) ( , ) -
(1 )
12
( , ) ( , ) ( , ) (1 )
(1 )
a
i x y C x y m C x y m
a a
a
i x y D x y m D x y m Eh



              
             
3
b  
[ m ] mode
   [m]    
   [t ]    
（ ）
　 共通
　
x x x y y
m
y x x y y m
m
δ
δ
δ
傾斜 と  変位 : 共通表示式の一般形
全
( td) ( td)
2
2
( td) ( td) 2
22
2
( , ) ( , ) ( , ) -
(1 )
( , ) ( , ) ( , ) (1 )
(1 )
 
a
u x y C x y t C x y t
a a
a
u x y D x y t D x y t Eh










                
                
t
t
t
[ t ] mode
c   
　 　 共通
　
（ ）
x x x y y
y x x y y
δ
δ
δ
全
曲げ応力モーメント　 と 合応力 : 共通表示式の一
(m) (m)
(m) (m)
(m ) ( m )
( Qz) (m ) ( m )
( A) ( Qz
( , ) ( , )   ( , )
( , ) ( , )   ( , )
( , ) ( , ) ( , )    
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )
Qz Qz
M x y A x y m A x y m
M x y B x y m B x y m
M x y N x y m N x y m
M x y N x y m N x y m
M x y M x y M
  
 
   
   
   
   
 
m
m m
[m]
x x x y y
y x x y y
xy x x y y
x x y yxy
xyxy xy
般形
 
)
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
  -
( , )
 ( , )    ( , )     ( , )
     ( , )    ( , )     ( , )
 ( , )   ( , )    ( , )   
x y
T x y A x y t A x y t
T x y B x y t B x y t
T x y N x y t N x y t
 
 
 
 
 
 
  
  
  
    
    

    
   

t t
t t
t t
[ m ] mode
[ t ]
　 共通
x x x y y
y x x y y
xy x x y y
全
    -











 
 
 
  
  
 
[ t ] mode　 共通全
( )
(a)   G                   (a)   G
E h E h
E h E h
 
3
M T2 2 2 2
m t3
1 1 1 1
 table. 11-1 (1.1.2)  前頁の表の説明    :          
  　　       　
つづき
x
y
, , )( ;   
2 2 2 2 2
E h x , y(R2)
[R1] (R2)
1h
2h
y
m
y
m
x
m
x
m
a
b
O
[R1]
, ,
 
 
 
 
1 1 1
1 1
E h
x , y

x
y
, , )( ;   
2 2 2 2 2
E h x , y(R2)
[R1] (R2)
1h
2h
y
t
y
t
x
t
x
t
[R1]
, ,
 
 
 
 
1 1 1
1 1
E h
x , y

b
a
O
[1 -1]
 12 （ plate – 4 ）: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
M
( ) ( ) ( )
0
( ) ( ) ( )
0
0
  
(a)    
 
-  1 )
(P )  
 
   (P )   ; 
            P ( , )  
x m
p p
q q
x y


  
      
    
    
 
 
 
(m3)
m3 m3 m3
(m3)
m3 m3 m3
0 0
(1.1.3) 
定義 ：　
方向単位負荷(
による境界断面発生内力
境界線
[複合板の境界断面-発生 内力 ]の定義：
x x
x x x y y
x
y x x y y
p
m m
q
m m
[ (
-
-
-  1 ) -
- 
] - ) -
y
y m x
     
     
    
  
       
                 
(m3)
(m3)
M
1 1 2 2 21
eq.(12 - 1)
(b)   R1  ( E , , h ) R2  ( E , , h ) 
成分
の
成分
　
方向単位負荷( 成分
の
成分による境界断面発生内力
説明図と考察　:　  ：　外部板  
y y
y
x
p
yq
 
(m3) (m3)      ) x x xm m m
2
：
　単軸負荷(はとえば )によって，異材境界断面には( と の
  　軸方向合力 が発生する．
内部板
x yp q
[ ]R1  
mx ( )R2
-mode m3
( )R2[ ]R1  
mxmx
m(m3)x xp
[ ]R1  
mxa
y
b
x
m(m3)x xq
y
x
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
[ ]R1  
my
( )R2
-mode m3
( )R2[ ]R1  
m(m3)y yp
[ ]R3  
my
a
y
b
x
m(m3)y yq
y
x
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
x - x   section
y - y   section
my
my
z
z
z
z
z
z
fig .(12 - 1)
[1 -1]
 13 （ plate – 4 ）: 
  
[1 -1]
tx ( )R2
-mode t3
txtx
t(t3)x xp
txa
y
b
x
t(t3)x xq
y
x
t y
-mode t3
t(t3)y yp
[ ]R1  
t y
a
y
b
x
t(t3)y yq
y
x
x - x   section
y - y   section
t y
t y
tx tx
[ ]R1  
[ ]R1  
[ ]R1  
[ ]R1  
[ ]R1  
[ ]R1  
[ ]R1  [ ]R1  
[ ]R1  
( )R2
( )R2( )R2
( )R2
( )R2
fig .(13 - 1)
( ) ( ) ( )
0
( ) ( ) ( )
0
0
  
(a)    
 
-  1 )
(P )  
 
  (P )   ; 
        P ( , )  
x
p p
q q
x y


   
       
      
    
 
 
 
T
(t3)
t3 t3 t3
(t3)
t3 t3 t3
0 0
(1.1.3) 
t
t t
t t
定義 ：　
方向単位負荷(
による境界断面発生内力
境界線
[複合板の境界断面-発生 内力 ]の定義：
x x
x x x y y
x
y x x y y
p
q
[ (
-
-
-  1 ) -
- 
] - ) -
 
y
y x
   
    
   
  
       
                 
(t3)
y
(t3)
T
1 1 2 2 21
eq.(13 - 1)
t
(b)   R1  ( E , , h ) R2  ( E , , h ) 
成分
の
成分
　
方向単位負荷( 成分
の
成分による境界断面発生内力
説明図と考察　:　  ：　 ：外部板  内部板
y
y
x
p
yq
 
(t3) (t3)     ) x xt t t
2
　単軸負荷(はとえば )によって，異材境界断面には( と の
  　軸方向合力 が発生する．
x x yp q
 14 （ plate – 4 ）: 
 
 
 
  
m   ;   ;   ; ( )
.
 
  
 
1
) G k
G
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 

 
 
m 1
(m3) (m3)
(m1) (m1)
2
m 1 2
 [ m3 ]
[ m1 ] [ m3 ] 
複合板 における は一般に , ,  ,
の関数式で表される　
一様板 は　 の特例( , )であり，
で
( ,
．
,
ある
(c)
 
 
x
x y
yx y
x y
m
m m
m
 
 
 
  
(
      ( )
(
  
         
 -  (
 
( )
-
)
 
   
   
  
 
  
 
(m3) (
M
           m 2                    
β
 
β
(1.1.4) 
m1 m1β
  (a)  eq. 14 -1
m3 m3β
(
 m1
 m3
　
境界断面
負
,
，
　荷
発
, 　 　
生
共通
[複合板の境界断面-発生 内力 ]の算出法
一様平板）
複合平板）
外力 
内力
x y
x y
x y
m m
m m
- )
                      
- )
)
E h E h
G
E hE h


 
 
 
 
 
 
 
m3)
3
1 1 1 2 2
m 3
1 12 2 2
M
[R1] (
R1 (（ ）
, , 部板
；
, , 部板
外
剛性比
内
 (b)
 
[1 -1]
x
y
hole
xm
y
m
z一様平板
[ ]R1  
     +         
[R1]
[R1] (R2) (R2)
            [m 1]                 [m 2]                  [m 1β]   [m 1] 
共通
    (m1) (m1)β βm m,
x yx y
z
( )R2
ym
xm
( )R2
x
y
hole
z
[ ]R1  
x
y
hole
z
[ ]R1  
xm
xm
y
m
y
m
y
x
hole hole
内部板
x
y
hole
xm
y
m
z一様平板
[ ]R1  
      +         
[R1]
[R1] )(R2 (R2)
           [m 3]                 [m 2]                  [m 3β]   [m3] 
共通
   (m3) (m3)β β,
x y
z
( )R2
xm
( )R2
x
y
hole
z
[ ]R1  
x
y
hole
z
[ ]R1  
xm
y
m
y
x
hole hole
内部板
(m3)
β
x
(m3)
β
x
(m3)
y
β
(m3)
y
β
 15 （ plate – 4 ）: 
 
  
    ;   ;   )
(c)
;( )
.
 
 
 1 
G k
G
 
 
 
 
 
 
  
 
  


   

(t3) (t3)
(t
t t
1) (t1
1 2
t 1 2
)
 [ t 3 ]
[ t 1 ] [ t 3 ] 
複合板 における は一般に , ,  ,
の関数式で表される　
一様板 は　 の特例( , )であり，
で
( ,
,
ある．　
 
 
x y
x x y y
x y
t
t t
t
[1 -1]
x
y
hole
t x
yt
z一様平板
[ ]R1  
      +         
[R1]
[R1] (R2) (R2)
           [  1]                 [  2]                  [  1β]   [  1] t t t t
共通
    (t1) (t1) yβ βt t,x yx
( )R2
xm
( )R2
x
y
hole
z
[ ]R1  
x
y
hole
z
[ ]R1  
y
hole hole
内部板
t x t x
t x
yt
yt
yt
x
y
hole
t x
yt
z一様平板
[ ]R1  
      +         (R2) (R2)
[R1]
[R1]
           [  3]                 [  2]                  [  3β]   [  3] t t t t
共通
   (t3) (t3)β β,
x y
( )R2
xm
( )R2
x
y
hole
[ ]R1  
x
y
hole
[ ]R1  
y
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続き　: 　 関連の説明
(a) の算出について；
　　境界断面に発生する合力ﾓ－ﾒﾝﾄ 　 　を未知数として与える．
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件から出てくる２元連立方程式を解いて，　 の計算式が確定する．
　   ) および 参照
(b) 上記により求めた　　 計算式は，各変数のすべての条件範囲で適用できる．
    0 に対する計算図を有限の長さの目盛で表すことができれば実用的かと考えた．
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fig .18 -　方法が考えられると思うのであるが，本書では一案として， に示す目盛
　　を部分的に使用してみた．
　　　
　　
　　この図では， ：0 　と　 ： に分けた． は　 の目盛をbaseにした
　　考え方で に接続したものである．
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てくる２元連立方程式を解いて，　 の計算式が確定する．
　   ) および 参照
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G Gt t

 ① ②

(t3)
xp
2 2
t
1 1
E h
E h
G 
1 1 1
2 2 2
[R1] : E , ,h
(R2) : E , ,h


(t3)
y( 2)   p
 
    
b a
      
  b a

(t3)
yp
[ ]R1  
t x ( )R2
-mode t3
( )R2[ ]R1  
t x
(t3)x xp t
[ ]R1  
a
y
b
x
t x
t x
[ ]R1  
yt
( )R2
-mode t3
( )R2[ ]R1  [ ]R1  
a
y
b
x
(t3)y yp t
yt
   
 
(  )   
(m3)
x
(m3) (m3) (m3)
x x yx y
23(1.2.2)  20  
[ m ]
       (1 )  :     p
fig.20        :   β p m p m
～  [複合板の境界断面-発生 内力 ]の数値計算例 p.
[1 - 2]
( )f ig . 21- 2
( )f ig . 21-1
 22 （ plate – 4 ）: 
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 ① ②
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
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  b a
[ ]R1  
xm ( )R2
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xm
a
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b
x
(m3)x xq m
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
z
z
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G Gm m

 ① ②
 
    
b a

(m3)
yq
(m3)
y( 4)   q  
[ ]R1  
xm
( )R2
-mode m3
ym
a
y
b
x
(m3)y yq m
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
ym
ym
z
z
   
 
(  )   
(m3)
x
(m3) (m3) (m3)
y x yx y
23(1.2.2)  20  
[ m ]
       ( 3)  :     q
fig.20        :   β q m q m
～  [複合板の境界断面-発生 内力 ]の数値計算例 p. [1 - 2]
( )f ig . 22 -1
( )f ig . 22 - 2
 23 （ plate – 4 ）: 
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1
0
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1
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         0      0.5    1    2       
G Gt t

 ① ②
( )

t3
xq
      
  b a
[ ]R1  
t x ( )2R
-mode t3
t x
a
y
b
x
(t3)x xq t
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
z
 
                                
           0      0.5    1    2       
G Gt t

 ① ②
 
    
b a
( )

t3
yq
 (t3)y( 4 )   q
[ ]R1  
yt
( )R2
-mode t3
yt
a
y
b
x
(t3)y yq t
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
yt
yt
z
 (t3)x(4 )   q
   
 
    y
(t3)
x
(t3) (t3) (t3)
x x y
23(1.2.2)  20  
[ t ] t t
       ( 3)  :    q
        :   β q q
～  [複合板の境界断面-発生 内力 ]の数値計算例
x
p.
[1 - 2]
( )f ig . 23 - 2
( )f ig . 23 -1
 24 （ plate – 4 ）: 
 
  
 
   
-
    ( )  [ ] -   
-   
    ( )  
- 3  -  
    ( )
k k




  
   
  
  
m t
M
(1.2.3)  
 (a)        
md [ m ] mode
plate _ 34
 tm
( ）  
の統合記号.
上行式 ｚ 面表示の計算式 ｚ の関係式は
各項の計算式の
 等角写像参照下行式 面表示の計算式
関連の変換記号の種類とそれらの配置位置の例
共通表示した基本式 共通式
ⅰ 全
ⅱ
ⅲ
p.
   
   
   
      -  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1 ) 2 ( )
M M
H z z z z z z z
H z
z
   
     
 

        
  
 
              
     
    
md md md md md
md
md md md md md
m md
md
1
2
1
2
1
21
2
plate 3_ 26,27, , の記号 は,例えば  の記号 に対応．
　
ⓑ ① ②
  ⓑ : 
  ①
x y
p.
  
 
   
 
( )
(1 ) 2 ( ) ( )
(1 ) ( ) ( )
( ) .
(1 ) ( ) ( ) ( )
( ) (1 )
[ ]
z
z z z
M M j M
j
M

  
  
   




 
 
 
       
 
      
 
       
        
   
       
 
 
m
m
md
m md md
m
m md md
m
md
t
m md md
t
m
(Q)
md
1
1
2
2 1
1
2 2 1
1
2
Ⅱ Ⅱ
Ⅰ Ⅰ
  ④  
  ⑨  
x y xy
xy
k
k
k
k
k
k



  
 
( ) ( )
( ) (1 ) ( ) ( )
z z
j
 
  

 
 
 
         
  
m
m
md md
m md md
11
2
Ⅰ Ⅰk
k

hole
z
hole
xm
y
m
自由縁 z
x
y
hole
xm
y
m
z一様平板
hole
[ ]R1  [ ]R1  [ ]R1  
       +           
[R1]
[R1] (R2) (R2)
           [m 1]                        [m 2]            [m 1β] [m 1]
共通
ym
xm
    (m1) (m1)β βm m,
x yx y
z
( )R2
ym
xm
( )R2
[1 - 2]
( )f ig . 24 -1
  . (24 -1)eq
  . (24 - 4)eq
  . (24 - 3)eq
  . (24 - 2)eq
 25 （ plate – 4 ）: 
 
  
( )f ig . 25 -1
[1 - 2]
 
   
-
    ( )  [ ] -  
-   
    ( )  
- 3  -  
    ( )  
k k




  
   
  
  
m t(1.2.3)  
       
td [ t ] mode
plate _ 34
 m t
  ( ）  
の統合記号.
上行式 ｚ 面表示の計算式 ｚ の関係式は
各項の計算式の
 等角写像参照下行式 面表示の計算式
関連の変換記号の種類とそれらの配置位置の例
共通表示した基本式 共通式
ⅰ 全
ⅱ
ⅲ ⓑ
p.
   
   
   
 
    -  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1 ) 2 ( ) ( )
M M
H z z z z z z z
H z
z z
   
     
  

        
  
 
              
     
    
t d t d t d t d t d
t d
td t d t d t d td
t td td
t d
1
2
1
2
1
21
2 1
plate 3_ 26,27, , の記号 は,例えば  の記号 に対応．① ②
 ⓑ : 
 ①
x y
p.

 
 
 
(1 ) 2 ( ) ( )
(1 ) ( ) ( )
( ) .
(1 ) ( ) ( ) ( )
( ) (1 )
[ ]
z z z
M M j M
j
M
  
  
   
 



 
 
 
       
 
         
      
        
   
         
 
t
t
t td td
t
t td td
t
t d
t
t td td
t
t td
(Q)
t d
1
2
2 1
1
2 2 1
1
2
Ⅱ Ⅱ
Ⅰ Ⅰ
 ④  
 ⑨  
x y xy
xy
k
k
k
k
k
k



  
 
( ) ( )
( ) (1 ) ( ) ( )
z z
j

  

 
 
 
            
t
t
td
t td td
11
2
Ⅰ Ⅰk
k

hole
hole
xt
y
t
自由縁
x
y
hole
xt
y
t
一様平板
hole
[ ]R1  [ ]R1  [ ]R1  (t1)
β
y
         +             
[R1]
[R1] (R2) (R2)
           [  1]                        [  2]            [  1β] [  1]t t t t
共通
xt
y
t
y
t
xt
(t1)
β
y
(t1)
β
x
(t1)
β
x
    (t1) (t1)β βt t,
x yx y
( )R2
(t1)
β
y
(t1)
β
y
(t1)
β
x
(t1)
β
x
( )R2
  . (25 -1)eq
  . (25 - 3)eq
  . (25 - 2)eq
  . (25 - 4)eq
 26 （ plate – 4 ）: 
 
   
 
 
 
  ,   
  
( , ) ( , ) ( )+ ( ) ( )
      
(1 ) (2 1)
  ,  
(
,  
1
 
)
( , )  ( , )  ( ,) )( ,
x y
x y x y
i x y j i x y z z z z
k
k
u x y u xi x y yi x y
  


    
      
 
      
   


 

M
m m
m m m
m m
m
(1.2.4)  
(a)      m t
（ ） （ ）
（ ） （
 
本書の　 共通式 : 
 
Ａ Ｂ 　
 A Ｂ
変位関係  の整理
Ⅱ Ⅱ
Ⅱ Ⅱ
の基本式
 
           
4 1 ) 1
 ;  
(2 1)(1 ) 3
    -   ,   
  
      ( , ) ( , ) ( )+ ( )
,   
( )       
  
x y
x yx y
k
k
k
i x y j i x y z z z z
u ui i
 
 
  
 
 
 
     
    
        
             
m m
m
m
M
W W W
. (26 - 1)
(b) m t
） （
一般の負荷別 計算式 　  : 
 
差異 差異
W
e q
    
                    
      ( )   1       1                         
      
k k 
            
 
m m
m m
(1+ /(3+ ) (1+ /(3+ )
M=T
. (26 - 2)
. (26 - 3)
(c) m t
（ ） （ ）A , B
考察　　 　の内容について：
　　一般に変位，関連計算式の差異の方が応力
Ⅱ Ⅱ
差異
e q
e q
   
( , )
( , )( , ) ( , )
     ( )  : - :      
( , ) ( , )( , )
      ( ) 
y
w x y
w x yx y u x y dx
x E
z
w x y x y dxx y
y E
  
  
   
       
                            


. (26 - 4)
関連計算式の差異より厳しい．
方向 　 　
たわみ量
差異ⅰ
ⅱ
x y
xx
x
y
y
εε
e q
ε ε
x x
yy
i
ui




        m /m   [m]                                                                  
   
i u  . (26 - 5)　単位次元)の差異 e q
, ; x y w( )
( ; 0),x y 
( , )x yxi
x
 z w,
xm
ym
[1 - 2]
, ; x y w)(
( : 0),x y x
y
( , )x yyi
w
xm
ym
 ( )  :  
( ) ( ) 
( )
x y x y
y

x ym m
       f i g . 26 - 1
負荷（ , ）による
方向傾斜 模式図
   , ,
y
y
y i x, y
i w


 ( )  :  
( ) ( )
( )
x y x y
x

x ym m
f i g . 26 - 2
負荷（ , ）による
方向傾斜 模式図
, ,
x
x
x i x, y
    i w


 27 （ plate – 4 ）: 
 
  
( ), x y
( )u x y,
y
x
y t
x
t
y
[1 - 2]
( ), x y ( )u x y,
x
x
y t
x
t
y
 ( )  :  
( ) ( ,. )
( )
x y dy 
yt t
       f i g . 27 - 1
負荷（ , ）による
方向変位 模式図
   
x
y
y y
y u x, y
      u x, y 
 ( )  :  
( ) ( )
      ( )
dx 
yt t
f i g . 27 - 2
負荷（ , ）による
方向変位 模式図
x
x
x x
x u x, y
     u x, y x, y
 
 
    ,   
  
( , ) ( , ) ( )+ ( ) ( )
      (1 ) (2 1)
    ,   
( )
,  
1
 ( , ) ( , )  ( , ) ( , )
x y
x x yy
u x y j u x y z z z z
k
k
i x y i x y u x y u x y
  


   
             
   



 


t t
t t t
t tt
t
(1.2.4)  
(a)
（ ） （ ）
（ ） （ ）
 
変位」 共通式 : 
 
Ａ Ｂ 　
  A Ｂ
変位関係  の整理
Ⅱ Ⅱ
Ⅱ Ⅱ
の基本式
               4 1 )
  ;    1 
(2 1)(1 )
    - ,   
  
1 (3 )
,  
     ( , ) )
1
 
( , ) (
  
x y
x yy x
k
k
k
u x y j u x y z z
Eh
ui i u


 


 
 
   
  
   
  
   
 
         


t
t
t
F
. (27 - 1)
(b)     tm
（
参考
変位 一般の負荷別 計算式 　 ：  : ：
 
「 」「 」 「　 」 「 」
F
e q
 
  1   1   1
( ) ( )          
        
(1 ) (3 ) (3 )    
(1 ) (1 )
  ( )
(1 )
(1 )
(1 )
k k k
z z
F
Eh
H
H F F H
Eh
 
  
 



  
  
  
   
                     
  
 
       
 
t t t
F F
t t t t
t
t t t
t
. (27 - 2.1)
（ ） （ ） （ ） （ ）A , B A ＢⅡ Ⅱ Ⅱ Ⅱ
e q

   1
 
(1 )
26 _
k
H
F H
Eh


 
 
 
         

t
t
t
t
M=T M=T
. (27 - 2.2)
(c) (c)
（ ）A
 
Ⅱ
e q
p.
 28 （ plate – 4 ）: 
 
 
  
[2 -1]
 
 
  
 
+ [m] mode  
[m d] 
(
   
 
 

  
M
M
d=1,2,3,4 5
m 1 [R1]
        +
m 1 R2)
[2 -1]
2.1.1)
[md] = [m2] [mdβ]  .(28 -1)
28 34
page
,
～
共通事項および境界断面発生内力の関連
（ 内容の説明
全 共通の関係式
の変位(傾斜角）計算における共通事項 に記述．
各 mode　の計算式を次の に記述した．
　
共通
eq
p. 
( )
 [ ] 
 
                           +     
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自由縁 -開孔平板に関連する共通計算式
一様平板 の外部板 の変位に関する共通計算式
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
    
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     
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異種材-複合平板に関連する共通計算式
x y x y
x x x y y
y
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( ) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( )
1 1 13
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 
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
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M m3β m3β m3β m3β
m3β m1β m3 m1β m3
m3β m1β
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ⅰ
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   
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
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　 異種材-複合平板に関連する共通計算式
x y x y
x x x y y
y
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 1
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1
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(P ) (P )
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(P ) (P )
  ( )    
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C C D D
C C C
C C C
 
 
 
 
      
 
 
 
   
  
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ⅰ
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境界縁 -固定平板に関連する共通計算式
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 全体の内容説明 　  
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変位関連の数値計算図　       計算図x y x y, ,i  i u  u
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[ ]R1  
yt
( )R2
-mode t3
yt
a
y
b
x
(t3)y yq t
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
yt
yt
z
[ ]R1  
t x ( )R2
-mode t3
( )R2[ ]R1  
t x
(t3)x xp t
[ ]R1  
a
y
b
x
t x
t x
[ ]R1  
yt
( )R2
-mode t3
( )R2[ ]R1  [ ]R1  
a
y
b
x
(t3)y yp t
yt
[ ]R1  
t x ( )2R
-mode t3
t x
a
y
b
x
(t3)x xq t
[ ]R1  
( )R2
[ ]R1  
z
[3 -1]
 57 （ plate – 4 ）: 
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 続き
　   境界線上 および　その関連       
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 60 （ plate – 4 ）: 
D x  ( 0 , b ) -  b / a  :  m x
-0.4
-0.2
0
0.2
0.4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
  →  b / a
G m = 0
G m = 0.1
G m = 0.3
G m = 1
G m = 10
G m = ∞
D y  ( 0 , b ) :  b / a
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0
1
2
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
→  b / a
G m = 0
G m = 0.01
G m = 0.1
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G m = 1
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G m = ∞
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    D x  ( 0 , b ) :   b / a
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G p = 0.1
G p = 0
D y ( 0 , b )  :    b / a
-1
0
1
2
3
4
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
→  b / a
G p = 0
G p = 0.001
G p = 0.1
G p = 0.5
G p = 1
G p = 2
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 62 （ plate – 4 ）: 
C x ( a , 0 )  :   b / a
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G m = 0.1
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G m = ∞
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C x ( a , 0 )  :  b / a
-1
0
1
2
3
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
→  b / a
G p = 0
G p = 0.3
G p = 0.5
G p = 1
G p = 2
G p = 10
G p = 1000
G p = ∞
C y ( a , 0 ) :   b / a   ( G p ≧ 1 )
-0.4
-0.2
0
0.2
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
→  b / a
G p = ∞
G p = 1000
G p = 10
G p = 2
G p = 1
C y ( a , 0 ) :  b / a   ( G p ≦ 1 )
-1.5
-1
-0.5
0
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
→  b / a
G p = 1
G p = 0.5
G p = 0.3
G p = 0.1
G p = 0.01
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  b / a  =  1
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 b / a  =  0.5 :  C x ( x 0 , y 0 )
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( )f i g . 66- 4( )f i g . 66- 3
( )
  
f i g . 67 - 1
  凡例
 と同一
w
( ),x y
xi
x
yyi
 z w,
xm
ym
 67 （ plate – 4 ）: 
 b / a = 0.5
 ( x 0 , y 0 )
 D x   :  x 0 / a
-1
-0.5
0
0.5
1
-1 -0.5 0 0.5 1
→  x 0 / a
D x
↑
 G p = ∞
 G p = 2
 G p = 1
 G p = 0.5
 G p = 0
 b / a = 0.5
 ( x 0 , y 0 )
 D y  :  x 0 / a
-1
0
1
2
3
-1 -0.5 0 0.5 1
→  x 0 / a
D y
↑  G p = 0
 G p = 0.5
 G p = 1
 G p = 2
 G p = ∞
 b / a = 0.5
 y 0 / a   :  C x( x 0 , y 0 )
-0.5
-0.25
0
0.25
0.5
-1 0 1 2 3
→  C x
y 0 / a
↑
 G p = 0
 G p = 0.5
 G p = 1
 G p = 2
 G p = ∞
 b / a = 0.5
 y 0 / a :  C x ( x 0 , y 0 )
-0.5
-0.25
0
0.25
0.5
-1.5 -1 -0.5 0
→  C y
y 0 / a
↑
 G p = 0
 G p = 0.5
 G p = 1
 G p = 2
 G p = ∞
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yt
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G
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 
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 
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x y
1 1
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y
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[3 - 2]
( )f i g . 67 - 2
( )f i g . 67 - 3
( )f i g . 67 -1
( )f i g . 67 - 4
( ),x y
xu x
y
yu
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yt
 68 （ plate – 4 ）: 
b / a = 0
 D y  :  x 0 / a
-0.5
0
0.5
1
-1 -0.5 0 0.5 1
→  x 0 / a
D y
↑
 G m = 0
 G m ≠ 0
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1 1
3
1 1
0 0 / 0 / 0
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a
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i
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(m3)
plate - 8      詳細は 編　に示す．
x
y
y
0( )0,w x
2 2 2
, ,E h
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y
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0b 
0x
y
m
xm
x
m
1 1 1
, ,E h
x
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1 1
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G
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   1 2
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( ),x y
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x
yyi
 z w,
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ym
 69 （ plate – 4 ）: 
b / a = 0
D y :  x 0 / a
-2
0
2
4
-1 -0.5 0 0.5 1
→　x 0 / a
D y
 ↑
 G p = 0
 G p ≠ 0
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Ex
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plate - 8  詳細は 編　に示す．
x
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x
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1
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E h
G
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   2 1 2
1
( ),x y
xu x
y
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yt
 70 （ plate – 4 ）: 
G m = 0  ( hole )
 y 0 / a  :  C y ( x 0 , y 0 )
-1
-0.5
0
0.5
1
0 0.5
→  C y
y 0 / a
↑
 b / a  = 1
 b / a  =  0.5
 b / a  =  0
G = 0 ( hole )
 D x ( x 0 , y 0 )
-0.1
0
0.1
0.2
0.3
-1 -0.5 0 0.5 1
→　x 0 / a
D x
 ↑
 b / a  = 1
 b / a  =  0.5
 b / a  =  0
G m  =  0  ( hole )
D y ( x 0 , y 0 ) : x 0 / a
0
0.5
1
1.5
2
-1 -0.5 0 0.5 1
→  x 0 / a
D y
↑
 b / a  = 1
 b / a  =  0.5
 b / a  =  0
G m = 0  ( hole )
 y 0 / a  :  C x ( x 0 , y 0 )
-1
-0.5
0
0.5
1
0 0.5 1 1.5 2
→  C x
y 0 / a
↑  b / a  = 1
 b / a  =  0.5
 b / a  =  0
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12
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G
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  
 
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xi
x
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 z w,
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 71 （ plate – 4 ）: 
 G p = 0 ( hole )
  y 0 / a  :  C x ( x 0 , y 0 )
-1
-0.5
0
0.5
1
0 2 4
→　C x
y 0 / a
↑ b / a = 1
b / a = 0.5
b / a = 0
 G p = 0 ( hole )
  y 0 / a  :  C ｙ ( x 0 , y 0 )
-1
-0.5
0
0.5
1
-2 0 2
→　C ｙ
y 0 / a
↑ b / a = 1
b / a = 0.5
b / a = 0
  G p = 0
  D x ( x 0 , y 0 )
-2
-1
0
1
-1 -0.5 0 0.5 1
→  x 0 / a
D x
↑
 b / a = 0
 b / a = 0.5
 b / a = 1
  G p = 0
  D y ( x 0 , y 0 )
0
1
2
3
4
-1 -0.5 0 0.5 1
→  x 0 / a
D y
↑
 b / a = 1
 b / a = 0.5
 b / a = 0
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y
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 72 （ plate – 4 ）: 
 b / a = 1
 C x ( x , 0 )  :  x / a
-2
0
2
4
6
0 1 2 3 4
→  x / a
C x
↑ G m = 0
G m = 0.1
G m = 1
G m = 10
G m = ∞
b / a = 1
C y ( x , 0 ) :  x / a
-2
-1
0
1
0 1 2 3 4
→  x / a
C y
 ↑ G m = 0
G m = 0.1
G m = 1
G m = 10
G m = ∞
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 73 （ plate – 4 ）: 
 b / a = 1
 C x ( x ,0 )  :  x / a
-2
0
2
4
6
0 1 2 3 4 5
→   x / a
C x
↑ G p = 0
G p = 0.5
G p = 1
G p = 2
G p  =  ∞
 b / a = 1
 C y ( x , 0 )  :  x / a
-2
-1
0
1
2
0 1 2 3 4 5
→   x / a
C y
↑
G p = 0
G p = 0.5
G p = 1
G p = 2
G p = ∞
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x
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 74 （ plate – 4 ）: 
 b / a = 0.5
 C x ( x, 0 ) :  x / a
-2
0
2
4
6
0 1 2 3 4
→  x / a
C x
 ↑ G m = 0
G m = 0.1
G m = 1
G m = 10
G m = ∞
b / a = 0.5
C y ( x, 0 )  :  x / a
-2
-1
0
1
0 1 2 3 4
→  x / a
C y
 ↑ G m = 0
G m = 0.1
G m = 1
G m = 10
G m = ∞
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[3 - 3]
( )f i g . 74-1
( )f i g . 74- 2
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G
E h
   1 2
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x
yyi
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 75 （ plate – 4 ）: 
 b / a  =  0.5
 C x  ( x , 0 ) :  x / a
-2
0
2
4
6
0 1 2 3 4
→  x / a
C x
 ↑
G p = 0
G p = 0.5
G p = 1
G p = 2
G p = ∞
 b / a  =  0.5
 C y  ( x , 0 )  :  x / a
-2
-1
0
1
2
0 1 2 3 4
→  x / a
C y
↑ G p = ∞
G p = 2
G p = 1
G p = 0.5
G p = 0
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y
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 76 （ plate – 4 ）: 
  b / a = 0
  C x ( x , 0 ) :  x / a
-2
0
2
4
6
0 1 2 3 4
→  x / a
C x
 ↑
G m ≠ ∞
G m = ∞
b / a = 0
C y ( x , 0 ) :  x / a
-2
-1
0
1
0 1 2 3 4
→  x / a
C y
↑ G m = ∞
0 < G m < ∞
G m  = 0 
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 77 （ plate – 4 ）: 
  b / a = 0
  C x  ( x , 0 ) :  x / a
-2
0
2
4
6
0 1 2 3 4
→  x / a
C x
↑
G p ≠ ∞
G p = ∞
b / a = 0
C y ( x , 0 ) : x / a
-2
-1
0
1
0 1 2 3 4
→  x / a
C y
↑ G p = ∞
0 < G p < ∞
 G p  = 0 
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 78 （ plate – 4 ）: 
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[4 -1]  78 ,79
x yi x, y - j i x, y
p.
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 79 （ plate – 4 ）: 
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　 　 　の解析過程は全く同一であるため，ここでは，説明の重複を
避けて,　 の解析過程の記述は割愛することとしたい．
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